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1.  GNFS(一般数体ふるい法)の概要

(1) f(x)=Ax3+Bx2+Cx+D ;  d次多項式

f(M)≡0 (mod n),   n ; 分解対象数

(2) ak,bkは下記を共に満たす整数

Π(ak+bk·M) = (Πpj
sj) ≡α2 (mod n)

Π(ak+bk·x) ≡ Q(x) ≡ q(x)2 (mod f(x))

q(M) ≡β (mod n), pjは素数

(3)  α2 ≡β2 (mod n) � nを因数分解
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1.1  GNFSの理論背景(1/2)

(1) Π(ak+bk·x) ≡ Q(x) ≡ q(x)2 (mod f(x))

を満たす多項式q(x)の存在

� SNFSの考えを一部変更

SNFS： 生成元が2乗になるように選ぶ

q(x)が生成元から直接求められる

GNFS： 生成元は求められない

�素イデアルと平方剰余を2乗になるよ

うに選ぶ

q(x)は直接求められない



5

1.2  GNFSの理論背景(2/2)

(2)  代数平方根の計算

Q(x) ≡ q(x)2 (mod f(x))

の関係からq(x)を求める。

(a)  s,aは整数、nは合成数でs2 ≡ a (mod n) 

� sを計算はnの分解とほぼ同等（困難)

(b)  xの多項式q(x)2 ≡ Q(x) (mod f(x))

� q(x)は計算できる



6

2.  SNFSとGNFS

SNFS(特殊数体ふるい法)

(1)  f(x)=x5+1のように特定の形 (f(M)=n)

(2)  ふるい(素数基底と生成元)

(a) ak+bk·Mを素数基底で分解のものを選ぶ

(b) ak+bk·θが生成元で分解のものを選ぶ

(3) α2≡β2 (mod n)を作成

α� ak+bk·M,   β� ak+bk·θ

(4)  GCD(|α-β|,n)でnの因数分解
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2.1  SNFSとGNFSの違い(1/2)

(1) 多項式

SNFS： 特殊な形のd次多項式だけ

GNFS： 総ての形のd次多項式

(2) イデアル(a+b·θ)の分解

SNFS： 生成元で分解

GNFS： 素イデアルQ(p:s)で分解

Q(p:s) :  f(s)≡0  (mod p), pは素数

Q(p:s)で分解： N(a,b)=|bdf(-a/b)|がpで分解
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2.2  SNFSとGNFSの違い(2/2)

(3) Π(ak+bk·θ)≡Q(θ) ≡ q(θ)2 mod (f(θ))

SNFS : 生成元からq(θ)を直接計算

各生成元を偶数乗になるよう選定

GNFS： 生成元は使用できない

� 各素イデアルを偶数乗にし、更に

平方剰余でq(θ)の存在率を上げる

� Q(θ) ≡ q(θ)2 mod (f(θ))の関係

を利用し、代数平方根q(θ)を計算
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3.  GNFSによるふるい

計算手順

(1) f(M)≡0 (mod n)となる多項式f(x)を求める

(2) 基底(素数P,素イデアルQ)選定

(3) ak+bk·MがPで分解されるものを選定

(4) ak+bk·θがQで分解されるものを選定

(5) (3)(4)で共に選定されたものに対し平方剰
余Rを計算する

(6) (P+Q+R)の要素数より少し多く選定する
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3.1  多項式の算出

(1)  多項式の次数d(3～7)を決める

分解桁数が多くなるとdを大きくする

(2) 多項式の係数を決める

f(x) = Adx
d + ... + A1x + A0

f(M)≡0  (mod n),   nは分解対象数

を満足し、|Ad|+…+|A1|+|A0|ができるだけ

小さくなるように決める



11

3.2  基底の選定

(1)  素数基底: P

指定数以下の素数を総て選ぶ

(2) 素イデアル基底: Q

指定数以下の素数pに対して

s2 ≡ n  (mod p),   nは分解対象数

となる整数sが存在するp,sの組Q(p:s)を

総て選ぶ
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3.3  素数基底でのふるい

(1) 互いに素な整数a,bに対して下記を行う

ただし、|a|<Ma, 0<b|<Mbとする

(2)   各a,bに対してT(a,b)=1とする

(3)   各bと基底内の各素数pの正ベキpsに対して

a0+b·M≡0  (mod ps)なるa0を選ぶ

|a0+k·ps|<Mbとなる総ての整数kに対して

T(a0+k·ps,b) = T(a0+k·ps,b)×psを計算

(4)  T(a,b)=a+b·Mとなれば、(a,b)を選定
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3.4  素イデアル基底でのふるい(1/2)

ふるいの方針

f(x)はf(M)≡0 (mod n)となるd次の多項式

(1)  N(a+b·θ) = |bd·f(-a/b)|を素イデアル基底

Q(p:s)の素数pで分解するものを選ぶ

(2) 「素イデアルQ(p:s)において、 a+b·sが

素数pで割れるなら、N(a+b·θ) が素数

pで割れる」を利用し高速化
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3.4  素イデアル基底でのふるい(2/2)

ふるいの手順

(1) 素数基底で選ばれたa+b·θを対象

(2)   素イデアルQ(p:s)の素数pでa+b·sが割

れるかのテストを行う

(3)  該当したQ(p:s)に対して、N(a+b·θ)が

pのベキps(s=1,2…)で割れるかテスト

(4) N(a+b·θ)がQ(p:s)で割り切れたら選定



15

3.5  平方剰余の計算

(1)  目的

Π(ak+bk·θ)=Q(θ)≡q(θ)2 (mod f(θ))

となるq(θ)の存在確率を高める。

(2) 計算方法

(a)  素イデアル基底より大きい素数に対して、
同一方法で平方剰余基底R(p:s)作成

(b) 各行列データに対し、平方剰余を計算

平方剰余 = (a - b·s)(p-1)/2 (mod p)



16

3.6  行列データの作成

行列作成の方法

(1)  素数基底P及び素イデアル基底Qで共

に分解された(a,b)を使用する

(2)  a,bの値、各素数基底Pの指数ベキ、各

素イデアル基底Qの指数ベキを格納

(3)  各データに対し、各平方剰余基底Rに

対応する平方剰余(0 or 1)を格納
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4.  代数平方根の計算

GNFSにおける代数平方根の計算方法

(1)  選定された従属行(k)よりQ(θ)を計算

Q(θ)≡Π(ak+bk·θ)  (mod f(θ))

(2)  Q(θ)≡ q(θ)2 (mod f(θ))の関係から

非線形連立方程式を導出

(3)  非線形連立方程式の整数解(q(θ))

を求め、 q(M)  (mod n)を計算する
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4.1  非線形連立方程式の算出(1/2)

f(x)=x3+Ax2+Bx+C,  f(M)≡0 (mod n)とし

Q(θ) = aθ2 + bθ + c,  q(θ) = x1θ
2 + x2θ + x3

とする、Q(θ) ≡ q(θ)2 から次が得られる

q(θ)2 - Q(θ) ≡ g1(x1,x2,x3)·θ
2 + g2(x1,x2,x3)·θ

+ g3(x1,x2,x3) ≡ 0 (mod f(θ))

常に成立には、g1≡g2≡g3≡0 (mod f(θ))
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4.1  非線形連立方程式の算出(2/2)

従って下記の非線形連立方程式が得られる

g1(x1,x2,x3) = (A2 - B)x1
2 - 2Ax1x2 + x2

2

+ 2x1x3 – a = 0 

g2(x1,x2,x3) = (AB - C)x1
2 – 2Bx1x2 + 2x2x3

- b = 0

g2(x1,x2,x3) = ACx1
2 - 2Cx1x2 + x3

2 - c = 0
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4.2  非線形連立方程式の求解

G(x)=0の解x=(x1,x2,x3)
Tの計算方法

擬似ニュートン法で下記を反復計算する

J(x(k))·∆x = G(x)(k)

x(k+1) = x(k) - ∆x 

ここで、G(x)=(g1(x),g2(x),g3(x))Tで
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5.  GNFSによる因数分解

各従属行を使用して因数分解する

(1)  代数平方根の計算(β2=q(M)2)

(2)  素数基底の平方根の計算

α2 ≡(Πpk
sk)2 (mod n)

(3)  (1),(2)からα2 ≡β2 (mod n)

(4)  GCD(|α-β|, n)の計算



22

6.  GNFSによるふるい例

(1) 分解対象数

n = 1333

(2) 使用多項式

f(x) = x3 + 2

M = 11,   f(M) = n

(3)  GNFSによりふるいを行い、行列データ

を作成する
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6.1  基底の選定

(1) 素数基底P

P = {2,3,5,7,11,13,17,19} : 19までの素数

(2) 素イデアル基底Q (q(p:s))

f(s)≡0 (mod p),  pは23までの素数

Qは上記整数sが存在する下記の6個

q1(2:0), q2(3:1), q3(5:2), q4(11:4), 

q5(17:8), q6(23:7)
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6.2  a+b·Mのふるい

素数ふるいの方法

(1)  素数基底Pでa+b·Mを分解する

(2)  aは-8～8,bは1～5の範囲の整数で、

aとbは互いに素のものを選ぶ

(3)  M=11

(4)  Pは{2,3,5,7,11,13,17,19}の8個
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6.2  a+b·Mのふるい結果(1/4)

115111115311514

114111171121413

1131113111111312

1121111113221211

1111111111111110

11011111512101-1

1911111132191-2

1811111112381-3

171111711171-4

161111113261-5

151111151151-6

1411111112241-7

131111113131-8

P8P7P6P5P4P3P2P1a+bMba

a+bM
/T

T191713117532

因子累計素数基底関数
値

係数
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6.2  a+b·Mのふるい結果(2/4)

128111171122283-5

126111311112263-7

125111115211253-8

291111111112927

1271111113312725

1251111152112523

231111111112321

12111117131212-1

119191111111192-3

117117111111172-5

11511111531152-7

1191911111111918

1181111113221817

1171171111111716

1161111111241615

115111115311514
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6.2  a+b·Mのふるい結果(3/4)

1491111721114945

471111111114743

1451111153214541

43111111111434-1

41111111111414-3

139111311131394-5

37111111111374-7

411111111114138

1401111151234037

1381911111123835

371111111113734

135111175113532

1341171111123431

1321111111253231

31111111111313-2

29111111111293-4
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6.2  a+b·Mのふるい結果(4/4)

1631111713216358

312111111126257

611111111116156

591111111115954

292111111125853

1571911111315752

1561111711235651

154111111332545-1

53111111111535-2

1521113111122525-3

151117111131515-4

149111172111495-6

148111111324485-7

47111111111475-8

1511171111315147
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6.3  a+b·θのふるい

素イデアルふるいの方法

(1)  素数ふるいで得られたa+bθを対象

(2)  素イデアルQ(p:s)で分解

(a)  a+b·sがpで割れるものを探す

(b)  a+b·sに対し当該のpのベキ数を探す

N(a,b)がpのベキで割れるかテスト

(3)  N(a,b)がpで分解できるものを選択
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6.3  a+b·θのふるい結果(1/5)

121111122110

13111131311-1

1101115121011-2

2911111112911-3

16611111326611-4

127111111112711-5

109211111221811-6

1345231153134511-7

257211111251411-8

7-84210s

N(a,bN(a,bN(a,bN(a,b))))
/T

T231711532pYb
a

Q6Q5Q4Q3Q2Q1N(a,b)

因子累計素イデアル基底ノルム有
効

係数



31

6.3  a+b·θのふるい結果(2/5)

0011153115021

11711711111712-1

4311111114312-3

47311113114112-5

359111111135912-7

15101171532510118

31111111111341117

1072111112214116

413111131123115

31211111262114

125111251125113

161111326112

111111111111
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6.3  a+b·θのふるい結果(3/5)

71111111171135

0011151210034

146231111246132

53111111153131

15511115115513-1

001111126203-2

0011111211803-4

179111111117913-5

397111111139713-7

283211111256613-8

00111131327027

1091111111109125

111111111111123
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6.3  a+b·θのふるい結果(4/5)

233211111246615-6

593111111159315-7

0011113276205-8

435111511215147

131111313145

00111111101043

1271111111127141

0011113112904-1

0011151115504-3

12532311111125314-5

0011113147104-7

00111112458038

128911721111289137
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6.3  a+b·θのふるい結果(5/5)

1312111112262158

0011113193057

00117111234056

00111132186054

00111111223053

124211112112242152

833111131249151

251111111125115-1

0011113225805-2

277111111127715-3

157211111231415-4
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6.4  ふるい結果の行列作成

行列作成の方法

(1)  a+b·θのふるい結果でN(a,b)/Tが1の

ものを選択

(2)  a,bの係数、素数基底(P)、及び素イデ

アル基底(Q)のベキ数を取り出す

(3)  各データに対し、素数29及び31に対

応する平方剰余(R)を計算し、追加
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6.4  ふるい結果の行列

10002001100000105217

00000010000020004516

11101000001000104-515

01020000000001033714

10100001000011003213

01001100000000053-112

11001000000002002311

10010000000010102-110

1001011110000000189

0000020000001001138

0000001100100000127

0100000000000012116

0100001000010000105

10000010000001011-14

00000101000000201-23

10001011000010001-42

01100110000000021-71

R2R1Q6Q5Q4Q3Q2Q1P8P7P6P5P4P3P2P1baNo
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7.  GNFSによる因数分解例

因数分解の方法

(1)  ふるい行列から0-1行列作成

(2)  0-1行列を消去し、従属行の取出し

(3)  各従属行の代数平方根の計算

(4)  各従属行でα2≡β2 (mod n)計算

(5)   GCD(|α-β|,n)を計算し、

nを因数分解
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7.1  0-1行列の作成

        0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      1  1  1  1      1  1  1  1      0  0  0  0      0  0  0  0      1  1  1  1      1  1  1  1      0  0  0  0      

        0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      1  1  1  1      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      1  1  1  1      1  1  1  1      0  0  0  0      1  1  1  1      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      1  1  1  1      

        0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      1  1  1  1      0  0  0  0      1  1  1  1      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      

        1  1  1  1      0  0  0  0      1  1  1  1      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0000            0  0  0  0      0  0  0  0      1  1  1  1      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      1  1  1  1      

        0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      1  1  1  1      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      1  1  1  1      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      1  1  1  1      0  0  0  0      

        0  0  0  0      1  1  1  1      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      1  1  1  1      0  0  0  0      

        0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      1  1  1  1      0  0  0  0      0  0  0  0      1  1  1  1      1  1  1  1      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      

        1  1  1  1      0  0  0  0      0  0  0  0      1  1  1  1      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      

        0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      1  1  1  1      1  1  1  1      1  1  1  1      1  1  1  1      0  0  0  0      1  1  1  1      0  0  0  0      0  0  0  0      1  1  1  1      

        0  0  0  0      1  1  1  1      0  0  0  0      1  1  1  1      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      1  1  1  1      0  0  0  0      0  0  0  0      1  1  1  1      

        0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      1  1  1  1      0  0  0  0      0  0  0  0      1 1 1 1         1  1  1  1      

        1  1  1  1      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      1  1  1  1      1  1  1  1      0  0  0  0      0  0  0  0      1  1  1  1      0  0  0  0      

        0  0  0  0      0  0  0  0      1  1  1  1      1  1  1  1      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      1  1  1  1      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      1  1  1  1      0  0  0  0      1  1  1  1      

        1  1  1  1      0  0  0  0      1  1  1  1      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      1  1  1  1      0  0  0  0      

        0  0  0  0      1  1  1  1      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      1  1  1  1      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      1  1  1  1      0  0  0  0      1  1  1  1      1  1  1  1      1  1  1  1      

        0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      1  1  1  1      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      

        0  0  0  0      1  1  1  1      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      1  1  1  1      1  1  1  1      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      0  0  0  0      1 1 1 1  
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7.2  行列消去し従属行列の取出し

消去された15,16,17行を示す

これから従属行は下記となる

従属行1 : 1,3,6,7,1,15,     従属行2 : 2,3,4,8,12,14

従属行3 : 8,9,10,11,12,16,17

         1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7         1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7         1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7         1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7    
                            ----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------    

15151515     |  |  |  |  1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0    0000    1 11 11 11 1    0000    0000    0000    1111    0 0 0 1 0 00 0 0 1 0 00 0 0 1 0 00 0 0 1 0 0    

        16  |  16  |  16  |  16  |  0 1 1 1 0 0 1 1 1 0 0 1 1 1 0 0 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 00 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 00 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 00 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0    

        17  |  17  |  17  |  17  |  0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 1 10 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 1 10 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 1 10 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 
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7.3  代数平方根の計算(1/3)

従属行1 (1,3,6,7,11,15)より

従って、下記の連立一次方程式が成立する

)(mod90874529

)54)(32)(2)(1)(2)(7()(

2 θθθ

θθθθθθθ

f

F

−−=

−+++−−=

09084)(

07422)(

05292)(

2

3213

32

2

12

21

2

21

=++−=

=++−=

=−+=

xxxxg

xxxxg

xxxxg
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7.3  代数平方根の計算(2/3)

)(mod42111)()( 22/1 θθθθθ fBF ++≡≡

1333mod233)11( ≡B

この方程式の整数解は

x1=11, x2=21, x3=4

となり下記が成立する
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7.3  代数平方根の計算(3/3)

まとめると下記のようになる

従属行1： B(11) ≡ 233  (mod 1333)

従属行2： B(11) ≡ 608  (mod 1333)

従属行3： B(11) ≡1112  (mod 1333)
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7.4  α2≡β2 (mod n)の計算(1/2)

従属行1 (1,3,6,7,11,15)より素数基底のベキは

α2 ≡ (22·32·5·13)2  ≡ 10072 (mod 1333)

代数平方根の結果より

β2 ≡ B(11)2 ≡ 2332 (mod 1333)

従ってα2≡β2を適用すると下記となる

10072 ≡ 2332 (mod 1333)
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7.4  α2≡β2 (mod n)の計算(2/2)

まとめると下記のようになる

従属行1： 10072 ≡ 2332 (mod 1333)

従属行2： 6942 ≡ 6082 (mod 1333)

従属行3： 10812 ≡ 11122 (mod 1333)



45

7.5  GCDを求め、因数分解

(1)  従属行1

GCD(|1007 - 233|,1333) = 43

従って、1333 = 31×43

(2)  従属行2

GCD(|694 - 608|,1333) = 43

従って、1333 = 31×43

(3)  従属行3

GCD(|1112 - 1081|,1333) = 31

従って、1333 = 31×43


